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Lista dodatkowa

1. Czy istniej¡ dwie zmienne losowe nieskorelowane, których wariancje s¡ równe, ale nie s¡ one niezale»ne? Je±li

tak, podaj przykªad (pokazuj¡c, »e posiada »¡dane wªasno±ci). Je±li nie, uzasadnij, dlaczego.

2. Ze zmiennej losowej X o rozkªadzie jednostajnym na przedziale (0, α) wylosowano próbki 1, 2, 3. Jaka jest

najlepsza warto±¢ parametru a wedªug metody najwi¦kszej wiarygodno±ci? Sprawd¹ bardzo dokªadnie, jak¡

warto±¢ ma wówczas funkcja wiarygodno±ci i przemy±l ten wynik.

3. Zmienna losowa X ma g¦sto±¢ fX(x) = x2 dla x ∈ [0, ] i fX(x) = 0 dla pozostaªych x. Ojej, kto± posadziª

kwiatka na ko«cu przedziaªu! Jaka liczba jest pod kwiatkiem?

4. Zaobserwowano nast¦puj¡ce próbki zmiennej losowej X: 2, 1.5, 2. Wiedz¡c, »e dla X zachodzi P(X = 1) = p,
P(X = 2) = 1− 2p, P(X = 3) = p, wyestymuj p metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci.

5. Wyznacz g¦sto±¢ zmiennej losowej Y = X2, gdy X ma g¦sto±¢ fX(X) = 2x dla x ∈ [0, 1].

6. Wojtu± ma monet¦ i wierzy, »e jest troch¦ nieuczciwa, postanowiª si¦ jednak ni¡ troch¦ pobawi¢. Wyrzuciª

kolejno orªa, reszk¦ i reszk¦, i stwierdziª na podstawie tych wyników, »e w takim razie moneta chyba jednak jest

uczciwa. Zakªadaj¡c, »e Wojtu± jest doskonaªym statystykiem, podaj, jakiego prawdopodobie«stwa wyrzucenia

reszki Wojtu± spodziewaª si¦, gdy jeszcze wierzyª, »e moneta jest nieuczciwa.

7. Zmienne losowe X i Y s¡ niezale»ne i maj¡ g¦sto±¢ ª¡czn¡ fX,Y (x, y) = e−x−y dla x, y > 0. Wyznacz

P(X + Y > 1).

8. Oblicz
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.

9. Wyznacz g¦sto±¢ zmiennej losowej Y = X2, gdy X ma g¦sto±¢ równ¡ fX(X) = |x| dla x ∈ [−1, 1] i równ¡ 0

dla pozostaªych x.

10. Czy istniej¡ dwie zmienne losowe niezale»ne, których wariancje s¡ równe, ale te zmienne s¡ skorelowane?

Je±li tak, podaj przykªad (pokazuj¡c, »e posiada »¡dane wªasno±ci). Je±li nie, wyka», dlaczego.

11. Wyka», »e zdarzenia E i F s¡ niezale»ne dokªadnie wtedy, gdy zdarzenia E i F c s¡ niezale»ne.

12. Zaobserwowano nast¦puj¡ce próbki zmiennej losowej X: 1, 1, 2. Wiedz¡c, »e dla X zachodzi P(X = 1) = p,
P(X = 2) = 1− 2p, P(X = 3) = p, wyestymuj p metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci.

13. Czy istnieje taka warto±¢ parametru a ∈ R, »e funkcja f(x) = a + x2 okre±lona na przedziale [0, 2] jest
g¦sto±ci¡ pewnej zmiennej losowej? Polecam naszkicowanie g¦sto±ci.

14. Niech ⟨0, 1, 1, 0, 1⟩ b¦dzie prób¡ zmiennej losowej X o rozkªadzie Bernoulliego z parametrem θ. Czy ist-

nieje taki rozkªad a priori, »eby a posteriori θ = 1
2 i θ = 1

4 byªy równie prawdopodobne (i miaªy dodatnie

prawdopodobie«stwo)?

15. Zmienne losowe X i Y maj¡ g¦sto±¢ ª¡czn¡ fX,Y (x, y) = x + y dla x, y ∈ [0, 1]. Wyznacz P(XY < 1
4).

Polecam rysunek.

16. Skonstruuj macierz rzutu pªaszczyzny na prost¡ o równaniu πx+ y = 0.

17. Test na gryp¦ daje pozytywny wynik u 99% chorych i 5% zdrowych. W populacji 5% osób choruje na gryp¦.

Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e osoba z wynikiem pozytywnym na te±cie na gryp¦ faktycznie choruje na

gryp¦?

18. Zmienne losowe X i Y maj¡ ª¡czn¡ funkcj¦ g¦sto±ci prawdopodobie«stwa postaci

fX,Y (x, y) =

{
x+ y dla x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]

0 w przeciwnym przypadku.

Wyznacz P(X > 2Y ).
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19. Czym si¦ ró»ni MLE od MAP?

20. Zmienna losowa X ma rozkªad okre±lony poni»sz¡ tabel¡ z parametrem θ. Zaobserwowano próbki x1 = 1,
x2 = 2, x3 = 1. Wyznacz MLE dla θ.

x 1 2 3

P(X = x) θ 2θ 1− 3θ

21. Okazaªo si¦, »e dla zde�niowanej powy»ej zmiennej losowej X parametr θ ma rozkªad a priori: θ = 0.1 z

prawdopodobie«stwem 0.5 oraz θ = 0.2 z prawdopodobie«stwem 0.5. Wyznacz rozkªad a posteriori dla θ.
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