
Dawid Migacz �wiczenia z probabilistycznych modeli grafowych 2024/25, PWr

Lista 5

1. Niech X,Y, Z b¦d¡ zmiennymi losowymi takimi, »e X ⊥ Y |Z.

(a) Czy z warunkowej niezale»no±ci X ⊥ Y |Z wynika bezwzgl¦dna niezale»no±¢ X ⊥ Y ? Poda¢ przykªad lub
kontrprzykªad.

(b) Czy z bezwzgl¦dnej niezale»no±ci X ⊥ Y wynika warunkowa niezale»no±¢ X ⊥ Y |Z? Poda¢ przykªad lub
kontrprzykªad.

2. Rozwa»my nast¦puj¡cy model (rozkªad normalny mo»na upro±ci¢ do dwupunktowego na lewo i prawo od
±redniej):

� Z ∼ Bernoulli(0.5)

� X|Z = 0 ∼ N (0, 1), X|Z = 1 ∼ N (3, 1)

� Y |Z = 0 ∼ N (0, 1), Y |Z = 1 ∼ N (−2, 1)

� X ⊥ Y |Z

(a) Sprawdzi¢, czy X ⊥ Y (bezwzgl¦dna niezale»no±¢).

(b) Obliczy¢ Cov(X,Y ).

(c) Wyznaczy¢ P(Z = 1|X = 2, Y = −1).

3. Niech X1, X2, X3 tworz¡ ªa«cuch Markowa z przestrzeni¡ stanów {1, 2} i macierz¡ przej±cia P =

(
0.7 0.3
0.4 0.6

)
.

(a) Pokaza¢, »e X1 ⊥ X3|X2.

(b) Obliczy¢ P(X1 = 1, X3 = 2|X2 = 1).

(c) Czy X1 i X3 s¡ bezwzgl¦dnie niezale»ne? Uzasadni¢ odpowied¹.

4. Model pogody: stan ukryty to pogoda (sªonecznie/deszczowo), obserwacja to nastrój osoby (dobry/zªy).

� P(sªo«ce) = 0.7, P(deszcz) = 0.3

� P(sªo«ce jutro|sªo«ce dzi±) = 0.8

� P(deszcz jutro|deszcz dzi±) = 0.6

� P(dobry nastrój|sªo«ce) = 0.9

� P(dobry nastrój|deszcz) = 0.2

Je±li przez trzy dni obserwujemy nastroje: (dobry, zªy, dobry), jaka jest najbardziej prawdopodobna sekwencja
pogody?

5. Rozwa»my model z trzema monetami o ró»nych prawdopodobie«stwach wyrzucenia orªa: P1 = 0.1, p2 =
0.5, p3 = 0.9. W ka»dym kroku losowo wybieramy monet¦ zgodnie z rozkªadem (0.3, 0.4, 0.3), a nast¦pnie
rzucamy ni¡.

(a) Czy to jest HMM? Je±li tak, okre±li¢ wszystkie skªadniki modelu.

(b) Obserwujemy sekwencj¦: orzeª, reszka, orzeª. Która moneta byªa prawdopodobnie u»ywana w ka»dym
rzucie?

(c) Obliczy¢ P(orzeª w pierwszym rzucie) i P(orzeª w drugim rzucie|orzeª w pierwszym rzucie).

6. Firma analizuje zachowania klientów. Zmienna S oznacza segment klienta (premium/standard), X - miesi¦czne
wydatki, Y - liczb¦ wizyt w sklepie. Zakªadaj¡c, »e X ⊥ Y |S:

(a) Napisa¢ rozkªad ª¡czny f(x, y, s) w funkcji rozkªadów brzegowych i warunkowych.
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(b) Jak wpªywa zaªo»enie warunkowej niezale»no±ci na przewidywanie Y na podstawie X?

(c) Je±li X|S = premium ∼ N (1000, 1002), X|S = standard ∼ N (300, 502), P(S = premium) = 0.3, obliczy¢
E[X] i Var(X).

7. Niech (Xt)t⩾1 b¦dzie ªa«cuchem Markowa z przestrzeni¡ stanów {1, 2, 3}. Dla ka»dego t, obserwujemy Yt
takie, »e Yt|Xt ∼ Poisson(Xt).

(a) Zapisa¢ explicite zaªo»enia warunkowej niezale»no±ci w tym modelu.

(b) Obliczy¢ P(Y1 = 2, Y2 = 1|X1 = 2, X2 = 1).

(c) Znale¹¢ E[Yt|X1, . . . , Xt, Y1, . . . , Yt−1].

8. Niech X b¦dzie wynikiem rzutu kostk¡ sze±cienn¡ (z mo»liwymi wynikami 1, 2, 3, 4, 5, 6), za± Y wynikiem
rzutu monet¡ (z mo»liwymi wynikami 0, 1). Wyznaczy¢ E(X|XY ).

9. Niech X b¦dzie wynikiem rzutu kostk¡ sze±cienn¡ (z mo»liwymi wynikami 0, 1, 2, 3, 4, 5), za± Y wynikiem
rzutu monet¡ (z mo»liwymi wynikami 0, 1). Wyznaczy¢ E(X|XY ).

10. Niech X ma rozkªad Poissona z parametrem 1. Zmienna Y ma rozkªad Bernoulliego z parametrem P, przy
czym przyjmuje warto±¢ 0 lub X.

(a) Znale¹¢ E(X|Y ).

(b) Znale¹¢ E(Y |X).

11. Rzucamy 10 razy symetryczn¡ monet¡. NiechX oznacza ª¡czn¡ liczb¦ orªów, za± Y liczb¦ orªów w pierwszych
czterech rzutach. Znale¹¢ E(X|Y ).

12. Zmienne X,Y maj¡ rozkªad jednostajny na przedziale [0, 10].

(a) Wyznaczy¢ E(X + Y |Y ).

(b) Wyznaczy¢ E(X|X + Y ).

(c) Wyznaczy¢ E(X|min(X,Y )).

13. Niech X,Y b¦d¡ niezale»ne o rozkªadzie Bernoulliego z parametrem P, a Z = 1X+Y=0.

(a) Wyznaczy¢ E(X|Z), E(Y |Z). Czy s¡ niezale»ne?

(b) Wyznaczy¢ E(Z|X).

(c) Wyznaczy¢ E(Z|X + Y ).

(d) Wyznaczy¢ E(Z|XY ).
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