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Lista 5

1. Niech XY, Z beda zmiennymi losowymi takimi, ze X L Y|Z.

(a) Czy z warunkowej niezaleznosci X | Y|Z wynika bezwzgledna niezaleznos¢ X L Y? Podaé przyktad lub
kontrprzyktad.

(b) Czy z bezwzglednej niezaleznosci X | Y wynika warunkowa niezaleznoé¢ X L Y|Z7 Poda¢ przyktad lub
kontrprzyktad.

2. Rozwazmy nastepujacy model (rozktad normalny mozna uprosci¢ do dwupunktowego na lewo i prawo od
sredniej):

e 7 ~ Bernoulli(0.5)

e X|Z=0~N(0,1), X|Z=1~N(3,1)

¢ Y|Z=0~N(0,1),Y]|Z=1~N(-2,1)

e X 1Y|Z
(a) Sprawdzi¢, czy X LY (bezwzgledna niezaleznosc).
(b) Obliczy¢ Cov(X,Y).
(¢) Wyznaczy¢ P(Z = 1|X =2,Y = —1).

3. Niech X, X2, X3 tworza tancuch Markowa z przestrzenia stanow {1,2} i macierza przejscia P = <81 82)
(a) Pokazac, ze X1 L X3|Xos.
(b) Obliczy¢ P(X; =1, X3 =2|Xs =1).
(c) Czy X; i X3 sa bezwzglednie niezalezne? Uzasadni¢ odpowiedz.
4. Model pogody: stan ukryty to pogoda (stonecznie/deszczowo), obserwacja to nastroj osoby (dobry/zty).
stonice) = 0.7, P(deszcz) = 0.3

B(

e P(storice jutro|stonce dzi§) = 0.8
P(deszcz jutro|deszcz dzis) = 0.6
B(

dobry nastroj|stonce) = 0.9

P(dobry nastroj|deszcz) = 0.2

Jedli przez trzy dni obserwujemy nastroje: (dobry, zty, dobry), jaka jest najbardziej prawdopodobna sekwencja
pogody?

5. Rozwazmy model z trzema monetami o réznych prawdopodobieristwach wyrzucenia orta: Py = 0.1,py =
0.5,p3 = 0.9. W kazdym kroku losowo wybieramy monete zgodnie z rozktadem (0.3,0.4,0.3), a nastepnie
rzucamy nia.

(a) Czy to jest HMM? Jesli tak, okresli¢ wszystkie sktadniki modelu.

(b) Obserwujemy sekwencje: orzel, reszka, orzel. Ktora moneta byta prawdopodobnie uzywana w kazdym
rzucie?

(c) Obliczy¢ P(orzel w pierwszym rzucie) i P(orzel w drugim rzucie|orzel w pierwszym rzucie).

6. Firma analizuje zachowania klientéw. Zmienna S oznacza segment klienta (premium /standard), X - miesieczne
wydatki, Y - liczbe wizyt w sklepie. Zakladajac, ze X L Y|S:

(a) Napisac¢ rozktad taczny f(z,y,s) w funkeji rozkladéw brzegowych i warunkowych.
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(b) Jak wplywa zalozenie warunkowej niezaleznosci na przewidywanie Y na podstawie X7

(¢) Jeli X|S = premium ~ A (1000,100%), X|S = standard ~ A(300,502), P(S = premium) = 0.3, obliczy¢
E[X] i Var(X).

7. Niech (X;)t>1 bedzie laricuchem Markowa z przestrzenia stanow {1,2,3}. Dla kazdego t, obserwujemy Y;
takie, ze Y;| Xy ~ Poisson(X}).

(a) Zapisac¢ explicite zatozenia warunkowej niezaleznosci w tym modelu.
(b) Obliczy¢ P(Y1 =2,Y2 =1|X; =2, X9 =1).
(¢) Znalez¢ E[Yy|Xy,..., Xy, Yi,..., Y, 1].

8. Niech X bedzie wynikiem rzutu kostka szescienna (z mozliwymi wynikami 1, 2, 3, 4, 5, 6), zas Y wynikiem
rzutu moneta (z mozliwymi wynikami 0, 1). Wyznaczy¢ E(X|XY).

9. Niech X bedzie wynikiem rzutu kostka szescienna (z mozliwymi wynikami 0, 1, 2, 3, 4, 5), za§ Y wynikiem
rzutu moneta (z mozliwymi wynikami 0, 1). Wyznaczy¢ E(X|XY).

10. Niech X ma rozktad Poissona z parametrem 1. Zmienna Y ma rozktad Bernoulliego z parametrem P, przy
czym przyjmuje wartos¢ 0 lub X.

(a) Znalez¢ E(X|Y).
(b) Znalez¢ E(Y|X).

11. Rzucamy 10 razy symetryczng monetg. Niech X oznacza taczna liczbe ortéow, zas Y liczbe ortéw w pierwszych
czterech rzutach. Znalez¢ E(X|Y).

12. Zmienne X,Y maja rozktad jednostajny na przedziale [0, 10].
(a) Wyznaczy¢ E(X +YY).
(b) Wyznaczy¢ E(X|X +Y).
(¢) Wyznaczy¢ E(X|min(X,Y)).
13. Niech X,Y beda niezalezne o rozktadzie Bernoulliego 7z parametrem P, a Z = 1 x4y —o.
a) Wyznaczy¢ E(X|Z), E(Y|Z). Czy sa niezalezne?
b) Z|X).
(c) Wyznaczy¢ E(Z|X +7Y).
(d) Wyznaczy¢ E(Z|XY).
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