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Lista 4

Zaktadamy, ze taiicuchy Markowa sa jednorodne, tj. majg macierz przejscia. W zadaniach starajcie sie znajdowac
macierze przejscia.

1. Skonstruuj macierz przejscia spaceru losowego na zbiorze {0,...,10}:
(a) z barierami elastycznymi (tj. odbijamy sie od brzegu),
(b) z barierami pochtaniajacymi.
2. Czy istnieje taricuch Markowa, ktéry ma kilka réznych macierzy przejscia?

3. Pokazaé¢ przyklad tancucha Markowa Xg, X1,... i dowolnej funkcji (borelowskiej; jesli nie wiesz, co to, to i
tak bedzie borelowska) f, takich ze f(Xo), f(X1),... nie jest taricuchem Markowa.

4. Niech (U,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie, P(U, = 1) = P(U,, =
-1) = % Czy tancuchem Markowa jest:

(2) Ap = UpUpir?
Un+Un
(b) Bn = D) +17
(€) Xn=Ui+--+Up?
(d) Y, = |X,|?
() Zp, =max(Xy,...,Xp,) — X,?

5. W powyzszym zadaniu zmieniamy (U,) na P(U, =1)=p, P(U,=-1)=¢q¢,p+q=1.

6. Niech X i Z beda taricuchami Markowa o wartosciach calkowitoliczbowych. Czy X + Z musi by¢ taricuchem
Markowa?

7. W dwoch pudetkach umieszczono k kul bialych i k kul czarnych, po k kul w kazdym. Przejscie pomiedzy
stanami odbywa sie w nastepujacy sposob: z obu pudetek losujemy po jednej kuli (niezaleznie od siebie), po
czym zamieniamy je i odktadamy do pudetek. Znalezé macierz przejscia takiego tancucha Markowa. Zauwazmy,
ze caly uktad mozemy opisaé jedna liczba — liczba biatych kul w pierwszym pudetku.

8. Jaka jest oczekiwana liczba rzutoéw monets, ktore trzeba wykonaé, aby otrzymaé sekwencje RORO? A RRRO?

9. Na wyspach Bergamutach kazdy cztowiek pelni jeden z trzech zawoddéw: szklarz, zdun lub kowal. Matzonka
mozna poznaé jedynie w pracy, a zawod rodzicow istotnie wptywa na wybér zawodu przez dziecko. Ponizsza
tabela okresla prawdopodobienistwo, ze dziecko wybierze zawdd ¢, jesli oboje rodzice pelnia zawdd j.

‘ szklarz zdun kowal
szklarz 0.5 0.2 0.3
zdun 0.1 0.7 0.2
kowal 0.15 0.05 0.8

Czy istnieje taki rozklad populacji, ktéry w nastepnym pokoleniu nie zmieni sie?
10. Niech X ma rozktad jednostajny na zbiorze {0,1,2,3}, a Y na zbiorze {X,...,3}. Obliczy¢:
a) entropie H(X), H(Y), H(X,Y),

o

(c) warunkowa entropie H(X|Y), H(Y|X),
d) wzajemng informacje warunkowa I(X;Y|X), I(X;Y]Y).
(e) dywergencje Kullbacka-Leiblera Dy (X||Y), Drr(Y]]|X).

(
(b) wzajemna informacje I(X;Y),
(

11. Niech X,Y beda dwiema zmiennymi losowymi o rozktadzie charakteryzowanym przez P(X = 0,Y = 1) =
P(X=1,Y =0)=P(X =0,Y =0) = 1. Obliczy¢:



Dawnrd Migacz Cwiczenia z probabilistycznych modeli grafowych 2024/25, PWr

a

H(X), H(Y), H(X,Y),
b) I

(X;Y),

( H(XIY) H(Y|X),

(d) I(X;Y]X), I(X; YY),
(e) Drr(X|IY), Drr(Y][X).

(
(

)
)
)
)

12. Niech X,Y beda dwiema zmiennymi losowymi o rozkladzie Poissona z parametrami A,y odpowiednio.
Obliczyé¢:

) H(X), H(Y), H(X,Y),
I(X3Y),

( (X|Y) H(Y|X),

(d) I(X;Y|X), I(X; YY),
(e) Drr(X[|Y), Drr(Y[|X).

(a
(b

C

)
)
)
)



