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Lista 4

Zakªadamy, »e ªa«cuchy Markowa s¡ jednorodne, tj. maj¡ macierz przej±cia. W zadaniach starajcie si¦ znajdowa¢

macierze przej±cia.

1. Skonstruuj macierz przej±cia spaceru losowego na zbiorze {0, . . . , 10}:

(a) z barierami elastycznymi (tj. odbijamy si¦ od brzegu),

(b) z barierami pochªaniaj¡cymi.

2. Czy istnieje ªa«cuch Markowa, który ma kilka ró»nych macierzy przej±cia?

3. Pokaza¢ przykªad ªancucha Markowa X0, X1, . . . i dowolnej funkcji (borelowskiej; je±li nie wiesz, co to, to i

tak b¦dzie borelowska) f , takich »e f(X0), f(X1), . . . nie jest ªa«cuchem Markowa.

4. Niech ⟨Un⟩ b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o tym samym rozkªadzie, P(Un = 1) = P (Un =
−1) = 1

2 . Czy ªa«cuchem Markowa jest:

(a) An = UnUn+1?

(b) Bn = Un+Un+1

2 ?

(c) Xn = U1 + · · ·+ Un?

(d) Yn = |Xn|?

(e) Zn = max(X1, . . . , Xn)−Xn?

5. W powy»szym zadaniu zmieniamy ⟨Un⟩ na P(Un = 1) = p, P (Un = −1) = q, p+ q = 1.

6. Niech X i Z b¦d¡ ªa«cuchami Markowa o warto±ciach calkowitoliczbowych. Czy X + Z musi by¢ ªa«cuchem

Markowa?

7. W dwóch pudeªkach umieszczono k kul biaªych i k kul czarnych, po k kul w ka»dym. Przej±cie pomiedzy

stanami odbywa si¦ w nast¦pujacy sposób: z obu pudeªek losujemy po jednej kuli (niezale»nie od siebie), po

czym zamieniamy je i odkªadamy do pudeªek. Znale¹¢ macierz przej±cia takiego ªa«cucha Markowa. Zauwa»my,

»e caªy ukªad mo»emy opisa¢ jedn¡ liczb¡ � liczb¡ biaªych kul w pierwszym pudeªku.

8. Jaka jest oczekiwana liczba rzutów monet¡, które trzeba wykona¢, aby otrzyma¢ sekwencj¦ RORO? A RRRO?

9. Na wyspach Bergamutach ka»dy czªowiek peªni jeden z trzech zawodów: szklarz, zdun lub kowal. Maª»onka

mo»na pozna¢ jedynie w pracy, a zawód rodziców istotnie wpªywa na wybór zawodu przez dziecko. Poni»sza

tabela okre±la prawdopodobie«stwo, »e dziecko wybierze zawód i, je±li oboje rodzice peªni¡ zawód j.

szklarz zdun kowal

szklarz 0.5 0.2 0.3

zdun 0.1 0.7 0.2

kowal 0.15 0.05 0.8

Czy istnieje taki rozkªad populacji, który w nast¦pnym pokoleniu nie zmieni si¦?

10. Niech X ma rozkªad jednostajny na zbiorze {0, 1, 2, 3}, a Y na zbiorze {X, . . . , 3}. Obliczy¢:

(a) entropi¦ H(X), H(Y ), H(X,Y ),

(b) wzajemn¡ informacj¦ I(X;Y ),

(c) warunkow¡ entropi¦ H(X|Y ), H(Y |X),

(d) wzajemn¡ informacj¦ warunkow¡ I(X;Y |X), I(X;Y |Y ).

(e) dywergencj¦ Kullbacka-Leiblera DKL(X||Y ), DKL(Y ||X).

11. Niech X,Y b¦d¡ dwiema zmiennymi losowymi o rozkªadzie charakteryzowanym przez P(X = 0, Y = 1) =
P(X = 1, Y = 0) = P(X = 0, Y = 0) = 1

3 . Obliczy¢:
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(a) H(X), H(Y ), H(X,Y ),

(b) I(X;Y ),

(c) H(X|Y ), H(Y |X),

(d) I(X;Y |X), I(X;Y |Y ),

(e) DKL(X||Y ), DKL(Y ||X).

12. Niech X,Y b¦d¡ dwiema zmiennymi losowymi o rozkªadzie Poissona z parametrami λ, µ odpowiednio.

Obliczy¢:

(a) H(X), H(Y ), H(X,Y ),

(b) I(X;Y ),

(c) H(X|Y ), H(Y |X),

(d) I(X;Y |X), I(X;Y |Y ),

(e) DKL(X||Y ), DKL(Y ||X).
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