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Lista 1

(a) Rzucamy kolejno dwiema szesciennymi kostkami. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pierwsza liczba
bedzie wieksza od drugiej?

(b) Kostki staly sie tysiacscienne. Co wtedy?

(c¢) Losujemy kolejno dwie liczby z przedziatu [0, 1]. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze pierwsza bedzie
wieksza od drugiej?

Oblicz prawdopodobienistwo, ze dwie osoby z naszej grupy ¢wiczeniowej maja urodziny w tym samym dniu.
Stwierdz, ze wynik jest podejrzanie duzy i znajdz takie osoby.

Losujesz pie¢ kart ze standardowej talii (bez dzokeréw). Wyznacz prawdopodobieristwo otrzymania poszczegol-
nych uktadéw pokerowych. Zadanie nudne, ale wynik jest ciekawy.

(a) Gramy w gre polegajaca na rzucaniu moneta. Kazdy rzut kosztuje cie ztotowke. Wyrzucisz reszke — kasa
wyplaca ci dwa ztote. Wyrzucisz orta — nie dostajesz nic. Zalézmy, ze mamy w portfelu 50 zt. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze uda ci sie osiggnac stan konta réwny 200 zt zanim zbankrutujesz? Paradoksalnie
zadanie staje si¢ prostsze, gdy zaczniemy od n zt w portfelu. Gdy n = 0 lub n = 200, jest latwo. A dla
pozostatych n-6w?

(b) Obok ciebie zjawita si¢ magiczna wielbtadzica, ktéra chetnie ochroni ci¢ przed bankructwem, pozyczajac
ci dowolne sumy. Tym niemniej dtug trzeba bedzie sptacié¢, zanim ogtosisz zwyciestwo. Jak zmieni sie
prawdopodobienistwo wygranej?

(c) O nie! Moneta okazala sie oszukana! Reszke wyrzucasz z prawdopodobieristwem p € [0,1], a orta z
prawdopodobienistwem 1 — p. Co wtedy? Czy magiczna wielbladzica bedzie w stanie ci pomdc?

Na nieskoficzona szachownice upuszczamy z duzej wysokodci iglte, ktérej dtugosé jest doktadnie réwna diugodci
boku kwadracika szachownicy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze igta dotknie ktérejkolwiek poziomej prostej
rozgraniczajacej kwadraciki? To si¢ nazywa igla Buffona, ale nie Sciagamy z internetu, bo to niemite i bez
sensu.

6. Wykaz, ze zdarzenia E i F' sa niezalezne doktadnie wtedy, gdy zdarzenia E i F'° sg niezalezne.

9.

Zatozmy, ze E[X] = 4. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci E[X?]?

Niech P(z = 0,y = 1) =P(z = 0,y = —=1) = P(z = 1,y = 0) = P(x = —1,y = 0) = 7. Czy zmienne te sg
skorelowane? Czy sa niezalezne?

Wykaz, ze istotnie Var(X) = E[X?] — E[X]?.

10. Losujemy X,Y jednostajnie z przedziatu [0, 1]. Wyznacz wartos¢ oczekiwana zmiennej min(X,Y).

11. Fabryka produkuje trzy rodzaje wihajstrow. Sposrod pierwszego rodzaju 1% jest wadliwych, sposrod drugiego

2%, a sposrod trzeciego 3%. Wihajstrow pierwszego rodzaju produkowanych jest 45%, drugiego 30%, a trze-
ciego 25%. Losowo wybrany wihajster okazal si¢ wadliwy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to wihajster
pierwszego rodzaju?

12. Student zna odpowiedZ na pytanie z prawdopodobieristwem p. Jesli nie zna, to losuje odpowiedZ sposrod o

mozliwych. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze zna odpowiedz, jesli odpowiedzial poprawnie?

13. Niech X bedzie zmienna losowa o gestosci f(z) = 2z na przedziale [0, 1]. Czy istnieje taka wartos¢ parametru

a, ze zmienna losowa Y = X ma rozklad jednostajny?

14. Niech X,Y beda zmiennymi losowymi o rozktadzie dwuwymiarowym dany ponizsza tablica:

| Y=0|Y=1]|Y=2
0| 01 | 02 [ 01
1] 02 | 00 | 01
2| 01 | 01 | 01

X
X
X


https://pl.wikipedia.org/wiki/Poker#Starsze%C5%84stwo_uk%C5%82ad%C3%B3w_kart
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Znajdz rozklady brzegowe. Czy zmienne X 1Y sa niezalezne? Jest takie pojecie jak i.i.d. (independent and
identically distributed). Czy zmienne X i Y sa i.i.d.?
6e213v  dla (x,y) € (—oo,0]?

15. Niech X,Y maja laczn stosé T,Y) = .
Ja TRcena 8¢ fxx(@y) {O dla pozostatych (x,y)

(a) Czy zmienne X i Y sa niezalezne?
(b) Znajdz P(X >Y).

16. Niech X,Y maja taczna gestos¢ rowna 6zy dla = € [0, 1],y € [0, /z], a dla pozostalych argumentéw réwna
0.

a) Znajdz rozktady brzegowe.

(a)

(b) Czy zmienne te sg niezalezne?

¢) Znajdz rozktad warunkowy fx|y(x|y).
(

d) Znajdz rozktad warunkowy fy|x (y|z).

17. Mowimy, ze rozktad ma wlasnosé¢ braku pamieci, jesli dla dowolnych s,t > 0 zachodzi P(X > s+ t|X > s) =
P(X > t).

(a) Czy rozktad wyktadniczy ma wtasnosé¢ braku pamieci?

(b) Zalozmy, ze autobusy kursuja wedlug rozktadu Poissona z intensywnoscia A (tj. liczba autobusow w
ciggu jednostki czasu ma rozktad Poissona z parametrem \). Pokaz, ze miedzyczasy pomiedzy kolejnymi
przyjazdami autobuséw sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym.

(¢) Zalézmy, ze autobusy przyjezdzaja z rozktadem Poissona z intensywnoscia A = 0.1, czyli $rednio raz na
10 minut. Jesli losowo przyjdziesz na przystanek, ile §rednio musisz czekaé¢ na autobus?

Y

18. Dodatnie zmienne losowe X,Y maja jednakowy rozktad. Czy EXLJFY musi by¢ rowna E<7+7

19. Niech X bedzie zmienng losowa o wartosciach naturalnych. Wykaz, ze EX =Y > | P(X > n).

20. Na uniwersytecie zdawalnosé¢ analizy matematycznej wsréd informatykow jest mniejsza niz wsrod matem-
atykow. Na politechnice tez. Czy jest mozliwym, zeby wsréd wroctawskich studentéw informatyki byta wyzsza
zdawalno$é analizy niz wsréd wroctawskich studentéw matematyki?

21. Dla wielowymiarowego wektora losowego X = (X7i,..., X,,) nie mowimy o wariancji, tylko o macierzy kowari-
ancji. Jest to macierz 3, ktorej elementy s;; sa rowne kazdorazowo Cov(X;, X;).

(a) Wykaz, ze macierz kowariancji jest symetryczna.

(b) Wykaz, ze macierz kowariancji jest nieujemnie okreslona, czyli dla kazdego wektora liczb rzeczywistych
a={ai,...,a,) liczba a’ Ya jest nieujemna. Zbadaj wartos¢ oczekiwang iloczynu skalarnego X 7z a.

(c) Wywnioskuj z poprzednich dwoch podpunktow (i twierdzenia spektralnego), ze dla kazdej macierzy kowari-
ancji ¥ istnieje taka macierz A, ze A* = X. Trzeba sie nie przestraszyé sformulowania twierdzenia
spektralnego, a najlepiej o nim czytaé¢ na angielskiej Wikipedii.

22. O ruchu Browna musisz wiedzie¢, ze jest to cigg zmiennych losowych B,z > 0 o wtasnosci niezaleznych
przyrostow normalnych, tj. Bs — By ~ N(0,s — t) i wszystkie takie roznice sa niezalezne, o ile o siebie nie
zahaczajy (przy czym By = 0). Wyznacz:

(a) E(By),

(b) Cov(Bs, By),

(¢) Var(By)

(d) P(B; > 0 A By > 0).



