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Lista 1

1. (a) Rzucamy kolejno dwiema sze±ciennymi kostkami. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e pierwsza liczba

b¦dzie wi¦ksza od drugiej?

(b) Kostki staªy si¦ tysi¡c±cienne. Co wtedy?

(c) Losujemy kolejno dwie liczby z przedziaªu [0, 1]. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e pierwsza b¦dzie

wi¦ksza od drugiej?

2. Oblicz prawdopodobie«stwo, »e dwie osoby z naszej grupy ¢wiczeniowej maj¡ urodziny w tym samym dniu.

Stwierd¹, »e wynik jest podejrzanie du»y i znajd¹ takie osoby.

3. Losujesz pi¦¢ kart ze standardowej talii (bez d»okerów). Wyznacz prawdopodobie«stwo otrzymania poszczegól-

nych ukªadów pokerowych. Zadanie nudne, ale wynik jest ciekawy.

4. (a) Gramy w gr¦ polegaj¡c¡ na rzucaniu monet¡. Ka»dy rzut kosztuje ci¦ zªotówk¦. Wyrzucisz reszk¦ � kasa

wypªaca ci dwa zªote. Wyrzucisz orªa � nie dostajesz nic. Zaªó»my, »e mamy w portfelu 50 zª. Jakie jest

prawdopodobie«stwo, »e uda ci si¦ osi¡gn¡¢ stan konta równy 200 zª zanim zbankrutujesz? Paradoksalnie

zadanie staje si¦ prostsze, gdy zaczniemy od n zª w portfelu. Gdy n = 0 lub n = 200, jest ªatwo. A dla

pozostaªych n-ów?

(b) Obok ciebie zjawiªa si¦ magiczna wielbª¡dzica, która ch¦tnie ochroni ci¦ przed bankructwem, po»yczaj¡c

ci dowolne sumy. Tym niemniej dªug trzeba b¦dzie spªaci¢, zanim ogªosisz zwyci¦stwo. Jak zmieni si¦

prawdopodobie«stwo wygranej?

(c) O nie! Moneta okazaªa si¦ oszukana! Reszk¦ wyrzucasz z prawdopodobie«stwem p ∈ [0, 1], a orªa z

prawdopodobie«stwem 1− p. Co wtedy? Czy magiczna wielbª¡dzica b¦dzie w stanie ci pomóc?

5. Na niesko«czon¡ szachownic¦ upuszczamy z du»ej wysoko±ci igª¦, której dªugo±¢ jest dokªadnie równa dªugo±ci

boku kwadracika szachownicy. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e igªa dotknie którejkolwiek poziomej prostej

rozgraniczaj¡cej kwadraciki? To si¦ nazywa igªa Bu�ona, ale nie ±ci¡gamy z internetu, bo to niemiªe i bez

sensu.

6. Wyka», »e zdarzenia E i F s¡ niezale»ne dokªadnie wtedy, gdy zdarzenia E i F c s¡ niezale»ne.

7. Zaªó»my, »e E[X] = 4. Wyznacz wszystkie mo»liwe warto±ci E[X2]?

8. Niech P(x = 0, y = 1) = P(x = 0, y = −1) = P(x = 1, y = 0) = P(x = −1, y = 0) = 1
4 . Czy zmienne te s¡

skorelowane? Czy s¡ niezale»ne?

9. Wyka», »e istotnie V ar(X) = E[X2]− E[X]2.

10. Losujemy X,Y jednostajnie z przedziaªu [0, 1]. Wyznacz warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej min(X,Y ).

11. Fabryka produkuje trzy rodzaje wihajstrów. Spo±ród pierwszego rodzaju 1% jest wadliwych, spo±ród drugiego

2%, a spo±ród trzeciego 3%. Wihajstrów pierwszego rodzaju produkowanych jest 45%, drugiego 30%, a trze-

ciego 25%. Losowo wybrany wihajster okazaª si¦ wadliwy. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e jest to wihajster

pierwszego rodzaju?

12. Student zna odpowied¹ na pytanie z prawdopodobie«stwem p. Je±li nie zna, to losuje odpowied¹ spo±ród o
mo»liwych. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e zna odpowied¹, je±li odpowiedziaª poprawnie?

13. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o g¦sto±ci f(x) = 2x na przedziale [0, 1]. Czy istnieje taka warto±¢ parametru

a, »e zmienna losowa Y = Xa ma rozkªad jednostajny?

14. Niech X,Y b¦d¡ zmiennymi losowymi o rozkªadzie dwuwymiarowym dany poni»sz¡ tablic¡:

Y = 0 Y = 1 Y = 2

X = 0 0.1 0.2 0.1

X = 1 0.2 0.0 0.1

X = 2 0.1 0.1 0.1
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Znajd¹ rozkªady brzegowe. Czy zmienne X i Y s¡ niezale»ne? Jest takie poj¦cie jak i.i.d. (independent and

identically distributed). Czy zmienne X i Y s¡ i.i.d.?

15. Niech X,Y maj¡ ª¡czn¡ g¦sto±¢ fX,Y (x, y) =

{
6e2x+3y dla ⟨x, y⟩ ∈ (−∞, 0]2

0 dla pozostaªych ⟨x, y⟩
.

(a) Czy zmienne X i Y s¡ niezale»ne?

(b) Znajd¹ P(X > Y ).

16. Niech X,Y maj¡ ª¡czn¡ g¦sto±¢ równ¡ 6xy dla x ∈ [0, 1], y ∈ [0,
√
x], a dla pozostaªych argumentów równ¡

0.

(a) Znajd¹ rozkªady brzegowe.

(b) Czy zmienne te s¡ niezale»ne?

(c) Znajd¹ rozkªad warunkowy fX|Y (x|y).

(d) Znajd¹ rozkªad warunkowy fY |X(y|x).

17. Mówimy, »e rozkªad ma wªasno±¢ braku pami¦ci, je±li dla dowolnych s, t > 0 zachodzi P(X > s+ t|X > s) =
P(X > t).

(a) Czy rozkªad wykªadniczy ma wªasno±¢ braku pami¦ci?

(b) Zaªó»my, »e autobusy kursuj¡ wedªug rozkªadu Poissona z intensywno±ci¡ λ (tj. liczba autobusów w

ci¡gu jednostki czasu ma rozkªad Poissona z parametrem λ). Poka», »e mi¦dzyczasy pomi¦dzy kolejnymi

przyjazdami autobusów s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie wykªadniczym.

(c) Zaªó»my, »e autobusy przyje»d»aj¡ z rozkªadem Poissona z intensywno±ci¡ λ = 0.1, czyli ±rednio raz na

10 minut. Je±li losowo przyjdziesz na przystanek, ile ±rednio musisz czeka¢ na autobus?

18. Dodatnie zmienne losowe X,Y maj¡ jednakowy rozkªad. Czy E X
X+Y musi by¢ równa E Y

X+Y ?

19. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o warto±ciach naturalnych. Wyka», »e EX =
∑∞

n=1 P(X ⩾ n).

20. Na uniwersytecie zdawalno±¢ analizy matematycznej w±ród informatyków jest mniejsza ni» w±ród matem-

atyków. Na politechnice te». Czy jest mo»liwym, »eby w±ród wrocªawskich studentów informatyki byªa wy»sza

zdawalno±¢ analizy ni» w±ród wrocªawskich studentów matematyki?

21. Dla wielowymiarowego wektora losowego X = ⟨X1, . . . , Xn⟩ nie mówimy o wariancji, tylko o macierzy kowari-

ancji. Jest to macierz Σ, której elementy sij s¡ równe ka»dorazowo Cov(Xi, Xj).

(a) Wyka», »e macierz kowariancji jest symetryczna.

(b) Wyka», »e macierz kowariancji jest nieujemnie okre±lona, czyli dla ka»dego wektora liczb rzeczywistych

a = ⟨a1, . . . , an⟩ liczba aTΣa jest nieujemna. Zbadaj warto±¢ oczekiwan¡ iloczynu skalarnego X z a.

(c) Wywnioskuj z poprzednich dwóch podpunktów (i twierdzenia spektralnego), »e dla ka»dej macierzy kowari-

ancji Σ istnieje taka macierz A, »e A4 = Σ. Trzeba si¦ nie przestraszy¢ sformuªowania twierdzenia

spektralnego, a najlepiej o nim czyta¢ na angielskiej Wikipedii.

22. O ruchu Browna musisz wiedzie¢, »e jest to ci¡g zmiennych losowych Bx, x ⩾ 0 o wªasno±ci niezale»nych

przyrostów normalnych, tj. Bs − Bt ∼ N (0, s − t) i wszystkie takie ró»nice s¡ niezale»ne, o ile o siebie nie

zahaczaj¡ (przy czym B0 = 0). Wyznacz:

(a) E(Bt),

(b) Cov(Bs, Bt),

(c) Var(Bt)

(d) P(B1 > 0 ∧B2 > 0).
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